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Аннотация
Реализована математическая модель броуновской коагуляции аэрозольных наночастиц в свобод-
ной турбулентной струе. Модель основана на численном решении общего уравнения динамики аэрозо-
ля методом моментов и осредненных по Рейнольдсу уравнений Навье–Стокса. Приведены результаты
численных расчетов, показывающие влияние объемной доли аэрозоля на средний размер частиц.
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Summary
The mathematical model of Brownian coagulation of aerosol nanoparticles in a free turbulent jet is
realized. The model is based on the numerical solution of the general dynamics equation by a moment
method and the Reynolds-averaged Navier-Stokes equations. The results of calculations that show the
influence of aerosol volume fraction on the mean size of particles are presented.
Key words:Method of moments, Brownian coagulation, free turbulent jet.
Введение
Формирование аэрозольных наночастиц в турбулентной струе встречается в различных природных
и технологических процессах. Например, сверхмалые частицы образуются в выхлопных газах двигате-
лей внутреннего сгорания [6]. Такие частицы представляют опасность для здоровья людей, и в настоящее
время для их учета активно ведется разработка счетных устройств. В аэрозольных реакторах в условиях
турбулентной струи происходит синтез частиц субмикронного размера с последующимих использованием
для калибровки измерительных устройств или тестирования фильтров [2]. Одним из механизмов форми-
рования частиц является броуновская коагуляция – рост частиц в размере в результате их столкновения
и слипания вследствие броуновского движения. Целью настоящей работы является развитие и реали-
зация в программе Fluent математической модели броуновской коагуляции аэрозольных наночастиц в
турбулентной струе.
1. Постановка задачи
Смесь воздуха и пара DEHS, насыщенного при температуре 180◦С, подается со скоростью
U0=45 м/c из замкнутого объема через небольшое отверстие диаметра d = 1 мм в камеру кубиче-
ской формы со стороной 40 см. На расстоянии нескольких диаметров от отверстия в зоне смешения с
1)Работа выполнена при поддержке РФФИ (проекты 12-01-00333, 14-01-31118)
216 XМеждународная конференция "Сеточные методы ... – Казань-2014
холодным воздухом происходит сильное пересыщение пара и интенсивная нуклеация капель нанораз-
мера. В дальнейшем в свободной турбулентной струе капли растут в размере вследствие конденсации и
коагуляции (рис. 1). В настоящей работе мы предполагаем, что пересыщение пара настолько высоко, что
приводит к максимально возможной скорости нуклеации, и фазовый переход из пара в частицы критиче-
ского диаметра 1.5 нм полностью происходит в выходном сечении отверстия. Таким образом, динамика
частиц определяется влиянием течения несущей среды и явлением коагуляции.
 
Рис. 1: Схема формирования частиц в турбулентной струе
2. Математическая модель
Для моделирования течения аэрозоля используется эйлеров-эйлеров подход. В найденном поле тече-
ния несущей среды решается уравнение динамики аэрозольных частиц.
Несущая среда в приближении стационарного вязкого течения сжимаемой неизотермической жид-
кости описывается осредненными по Рейнольдсу уравнениями Навье-Стокса. В качестве модели тур-
булентности выбрана стандартная k − ǫ модель. Уравнения записываются в цилиндрической системе
координат с учетом осевой симметрии поля течения. Замыкает систему уравнение состояния идеально-
го газа.
В потоке несущей среды динамика функции распределения частиц по размерам n(v, t) описывается
уравнением [1]
∂ρn(v, t)
∂t
+∇ · (ρun(v, t)) = ∇ · (D∇n(v, t))+
+
1
2
v∫
0
β(v − v′, v′)n(v − v′, t)n(v′, t)dv′ − n(v, t)
∞∫
0
β(v, v′)n(v′, t)dv′.
(1)
Второй член в левой части описывает перенос частиц вследствие конвекции в предположении отсутствия
инерции.Первый член в правой части представляет диффузионный перенос частиц с коэффициентом диф-
фузии D . Скорость появления и исчезновения частицы объема v вследствие коагуляции описывают вто-
рой и третий члены в правой части уравнения соответственно.
Для решения уравнения (1) используется метод моментов [4, 5]. Для функции распределения частиц
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по размерам n(v, t) момент порядка k имеет вид
Mk =
∞∫
0
vkn(v, t)dv. (2)
Моменты характеризуют различные интегральные характеристики распределения n(v, t) : M0 – общая
концентрация частиц, M1 – объемная доля частиц. Умножив (1) на объем vk и проинтегрировав по все-
возможным объемам, получим уравнение динамики для момента Mk
∂ρMk
∂t
+∇ · (ρuMk) = ∇ · (D∇Mk) + ρSMk . (3)
где SMk – источниковый член, учитывающий коагуляцию. В общем случае коэффициент диффузии D
представляется как сумма коэффициентов молекулярной диффузии Dm и турбулентной диффузии Dt
(Dt = µt/Sct , µt – турбулентная вязкость, Sct – турбулентное числоШмидта). Однако в турбулентном
потоке Dt значительно выше Dm , поэтому молекулярной диффузией пренебрегаем.
В предположении логнормальной функции распределения n(v, t) задача (3) может быть сведена к ре-
шению уравнений для первых трех моментов. В этом случае концентрация частиц объема v определяется
как
n(v) =
N
3
√
2v ln σg
exp
(
− ln
2(v/vg)
18 ln2 σg
)
, (4)
где N – общая концентрация частиц, vg – среднее геометрическое объема частиц, σg - стандартное
геометрическое отклонение. Значения параметров выражаются через первые три момента
vg =
M21
M1.50 M
0.5
2
, S =
M0M2
M21
, ln2 σg =
1
9
lnS, (5)
где S – индекс полидисперности. Момент произвольного порядка может быть выражен через момент
нулевого или первого порядка
Mk = M0v
kSk
2/2−k/2 = M1v
k−1Sk
2/2−k/2, (6)
где v =M1/M0 – средний объем частиц.
Для учета коагуляции необходимо вывести выражения для источниковых членов в (3). В свободномо-
лекулярном режиме (для чисел Кнудсена Kn > 10 , Kn = 2λ/dp , λ – длина свободного пробега молекул
воздуха, dp – диаметр частицы) частота столкновений частиц β(v, v′) имеет вид
β(v, v′) = A1
(
1
v
+
1
v′
)1/2
(v1/3 + v′1/3)2, (7)
где A1 = (3/4π)1/6(6kBT/ρp)1/2 , kB – константа Больцмана, T – температура среды, ρp – плотность
частиц. Интегрирование по всевозможным объемам приводит к выражениям для динамики нулевого и
второго момента вследствие коагуляции
dM0
dt
= −A1b0[M0M1/6 + 2M1/3M−1/6 +M2/3M−1/2],
dM2
dt
= 2A1b2[M1M7/6 + 2M5/6M4/3 +M1/2M5/3],
(8)
где b0 = 0.633+0.092σ2g− 0.022σ3g , b2 = 0.39+0.5σg− 0.214σ2g +0.029σ3g – аппроксимации, полученные
в [3].
В режиме сплошной среды (Kn < 0.1 ) частота столкновений частиц β(v, v′) имеет вид
β(v, v′) = A2
(
C(v)
v
+
C(v′)
v′
)
(v1/3 + v′1/3), (9)
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где A2 = 2kBT/3µ , µ – коэффициент кинематической вязкости газа, C(v) = 1 + 1.591Kn – поправка
Каннингема. Поправка Каннингема позволяет использовать выражение (9) и в режиме, переходном от
свободномолекулярного к режиму сплошной среды (0.1 < Kn < 1 ). После интегрирования уравнения
динамики моментов принимают вид
dM0
dt
= −A2[M20 +M1/3M−1/3 +Ks(M0M−1/3 +M1/3M−2/3)],
dM2
dt
= 2A2[M
2
1 +M4/3M2/3 +Ks(M1M2/3 +M4/3M1/3)],
(10)
где Ks = 1.591λ(4π/3)1/3 .
Во всем спектре размеров частиц (для любого Kn) источниковые члены для нулевого и второго мо-
мента записываются как
dM0
dt
= −δM20 ,
dM2
dt
= ζM21 , (11)
где коэффициенты пропорциональности δ , ζ находятся как гармоническое среднее
1
δ
=
1
δfm
+
1
δc
,
1
ζ
=
1
ζfm
+
1
ζc
, (12)
δfm = A1b0v
1/6[S19/72 + 2S−1/72 + S−5/72], δc = A2[1 + S
1/9 +Ksv
−1/3S2/9(1 + S2/9)], (13)
ζfm = A1b2v
1/6[S31/72 + 2S11/72 + S7/72], ζc = A2[1 + S
1/9 +Ksv
−1/3S−1/9(1 + S2/9)]. (14)
3. Результаты
 
Рис. 2: Зависимость среднего геометрического диаметра частиц от безразмерной осевой координаты на
оси симметрии (a). График функции распределения частиц по размерам в точке (400d, 0) (b)
Представленная математическая модель реализована с помощью программы Fluent. С учетом осе-
вой симметрии выбрана прямоугольная расчетная область. Диаметр выходного отверстия d = 0.001 м,
длина области 400d = 0.4 м, высота 100d = 0.1 м. Использована структурированная расчетная сетка
832 × 316 . Граничные условия для поля течения выбирались в соответствии со значениями, выбранными
в экспериментах (рис. 1) [2]. При данных параметрах число Рейнольдса Re = 2500 . В выходном сечении
отверстия предполагался заданным монодисперсный аэрозоль с параметрами: dg0 = 1.5 нм – среднее
геометрическое диаметра, σg = 1 , Cv – объемная доля аэрозоля, зависящая от температуры насыщения
пара. Граничные условия для моментов в выходном сечении отверстия определялись следующим образом:
M00 = Cv/vg0 , M10 = Cv , M20 = Cv · vg0 , где vg0 = πd3g0/6 . Уравнения для моментов решались с
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помощью User-defined scalars (UDS) и User-defined functions (UDF). При расчетах использованы схемы
второго (second-order upwind) и третьего (MUSCLE) порядков.
Динамика изменения среднего геометрического диаметра частиц вдоль оси симметрии для двух значе-
ний объемной доли аэрозоля Cv = 1.3 ·10−7 и 2.5 ·10−7 показана на рис. 2a. Коагуляция– процесс, ско-
рость которого пропорциональна квадрату концентрации частиц, и в рассматриваемых условиях наиболее
интенсивно происходит в самом начале струи. Далее вдоль оси симметрии концентрация уменьшается, и
скорость роста частиц также падает. Для Cv = 1.3 · 10−7 среднее геометрическое диаметра dg в точке
(400d, 0) равно 26 нм. При большей объемной доле Cv = 2.5 · 10−7 достигается более интенсивная ко-
агуляция, и dg оказывается равным 32 нм. Таким образом, в данных услових увеличение объемной доли
аэрозоля примерно в 2 раза приводит к увеличению среднего размера частиц в 1.2-1.3 раза. Стандартное
геометрическое отклонение σg быстро выходит на постоянное значение, и для обоих случаев равно 1.33,
что соответствует полидисперсному аэрозолю. Функции распределения частиц по размерам n(dp) на вы-
ходной границе расчетной области изображены на рис. 2b. Как можно видеть, кривые для обоих случаев
достаточно близки.
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